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Soit n ∈ N∗. Soit ∥ · ∥ une norme d’algèbre sur Mn(C) (en particulier sous-multiplicative), et on note ∥ · ∥∞ la norme
infinie sur Mn(C).

Lemme 1.

Soit A ∈ Mn(C) une matrice dont les valeurs propres λ1, . . . , λn vérifient :

∀i ∈ J1;nK Re(λi) < 0.

Alors, il existe α > 0 et K > 0 tels que :

∀t ⩾ 0 ∥etA∥ ⩽ Ke−αt.

Preuve : D’après le théorème de décomposition de Dunford, il existe D,N ∈ Mn(R) avec D diagonalisable de valeurs
propres λ1, . . . , λn, N nilpotente commutant avec D, et telles que A = D +N .
L’idée est de majorer les etD et etN (ce qui est plus simple que etA puisqu’on connâıt mieux D et N , qui commutent).
Soit P ∈ GLn(C) telle que D = P−1D1P , avec D1 = diag(λ1, . . . , λn).
Pour tout t ∈ R, etD1 = diag(etλ1 , . . . , etλn).
Donc ∥etD1∥∞ = sup

i∈J1;nK
|etλi | = e−ct avec c = − sup

i∈J1;nK
Re(λi) > 0 par hypothèse.

Comme Mn(R) est de dimension finie, ∥ · ∥ et ∥ · ∥∞ sont équivalentes. Il existe donc K1 > 0 telle que :

∀t ∈ R ∥etD1∥ ⩽ K1e
−ct.

Donc, pour tout t ∈ R :

∥etD∥ = ∥P−1etD1P∥
⩽ K1∥P−1∥∥P∥e−ct.

Comme N est nilpotente, on a en outre :

∀t ∈ R etN =

n−1∑
k=0

tk

k!
Nk,

donc :
∥etN∥ = o

t→+∞
(tn).

Enfin, comme D et N commutent :

∥etA∥ = ∥etD+tN∥
⩽ ∥etD∥∥etN∥
= o

t→+∞
(e−cttn)

= o
t→+∞

(
e−ctec

t
2

)
= o

t→+∞

(
e−c t

2

)
.

Par conséquent, en posant α =
c

2
> 0, on a ∥etA∥ = o

t→+∞
(e−αt). Il existe donc K > 0 tel que :

∀t ⩾ 0 ∥etA∥ ⩽ Ke−αt.
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Théorème 2. Équation de Sylvester.

Soient A,B ∈ Mn(R) dont les valeurs propres sont de parties réelles strictement négatives.
Alors, pour tout C ∈ Mn(R), l’équation matricielle (E) AX +XB = C admet une unique solution dans Mn(R)
donnée par :

X = −
∫ +∞

0

etACetBdt.

Preuve : Raisonnons par étapes.
⋆ Étape 1 : Montrons que le problème de Cauchy (C) suivant a une unique solution, qu’on va expliciter :{

Y ′ = AY + Y B
Y (0) = C

.

(C) est une équation différentielle linéaire à coefficients constants. D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, elle
possède une unique solution sur R.
Soit Y : t 7−→ etACetB , dérivable sur R par produit de fonctions dérivables. Pour t ∈ R, on a :

Y ′(t) = AetACetB + etACBetB

= AY (t) + etACetBB

= AY (t) + Y (t)B,

puisque etB et B commutent. On a de plus Y (0) = C.
Donc Y est l’unique solution de (C).
⋆ Étape 2 : Montrons l’existence d’une solution de (E). On intègre (C) entre 0 et t ⩾ 0 :

Y (t)− C = A

∫ t

0

Y (s)ds+

∫ t

0

Y (s)dsB. (1)

Par hypothèse sur les valeurs propres de A et B, d’après le lemme précédent, il existe K > 0 et α > 0 tels que, pour tout
t ⩾ 0, on a ∥etA∥ ⩽ Ke−αt et ∥etB∥ ⩽ Ke−αt.

Remarque 3.

En fait, on devrait avoir des constantesKA, KB , αA et αB , mais on prendK = max(KA,KB) et α = min(αA, αB)
(ce qui est possible puisque t ⩾ 0).

Par conséquent, pour tout t ⩾ 0, en repartant de l’expression Y (t) = etACetB trouvée dans l’Étape 1 :

∥Y (t)∥ ⩽ ∥etA∥∥C∥∥etB∥
⩽ K2∥C∥e−2αt.

Par comparaison de fonctions positives,

∫ +∞

0

Y (s)ds converge absolument, donc converge, et lim
t→+∞

Y (t) = 0. En faisant

tendre t vers +∞ dans (1), on obtient :
−C = AX +XB,

avec X =

∫ +∞

0

etACetBdt, ce qui achève la preuve de l’existence et donne la valeur de X attendue.

⋆ Étape 3 : Montrons l’unicité.
Soit φ : X 7−→ AX +XB un endomorphisme de Mn(R). D’après l’Étape 2, φ est surjective.
φ est donc un endomorphisme surjectif d’un espace vectoriel de dimension finie. Elle est donc injective.
On a donc bien l’unicité.

Remarque 4.

Selon la leçon dans laquelle on recase ce développement, il faut bien sûr mettre l’accent sur d’autres choses. Par
exemple, pour les leçons 154 et 208, il faudra mettre l’accent sur le lemme (donc à mettre en ”proposition”), et
le théorème sur l’équation de Sylvester devra apparâıtre en tant que corollaire par exemple.
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